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Vorwort. 

Die voiliegende ziveite Abteilung meiner Voilesungen über ZaJilen- 
lehre ist ausschließlich der Theorie der unendhchen Reihen mit ) seilen 
Gliedern gewidmet Vom stieng systematischen Standpunkte aus wdie 
es wohl konsequenter gewesen, die mit der Entwicklung der Lehre von 
den reellen Zahlen begonnene sukzessive Ausgestaltung des Zahlvorrats 
unseiei gewohnlichen Arithmetik durch Einfuhrung der imagindfen bzw 
liomplexen Zahlen eist vollständig zu Ende zu fuhren Rucksichten wesent- 
lich didaktischer Natui veranlaßten mich indessen zu der hier geti offenen 
Anordnung, insbesondere der Wunsch, den Leser durch eine gewisse Ein- 
förmigkeit des Lehrstoffes nicht allzusehr zu ermüden und ihm statt 
dessen schon jetzt m der Lehre von den unendlichen Reihen ein an be- 
merkenswerten Fragestellungen und prinzipiell wichtigen Eigebnissen 
außei ordentlich reiches Anwendungsgebiet der bisherigen Gienzwert- 
betrachtungen zu ei öffnen Dem gegenüber erschien es mir ziemlich un- 
erheblich, daß die Lehie von den unendlichen Reihen auf diese Weise 
m zwei durch Emsehiebung dei grundlegenden Eiorteiungen über kom- 
plexe Zahlen getrennte Stucke zerfallt, zumal schon bei dei Beschiankung 
auf reelle Zahlen alles tvesentliche der Theorie vollständig zur Erledigung 
kommt (anders wie bei den unendlichen Produkten und Kettenbiuchen) 
und die Ausdehnung dei gewonnenen Resultate auf Reihen mit lomplexen 
Gliedern, als bloßen Aggregaten je zweier teeller Reihen, sich nahezu 
automatisch vollzieht 

Die Darstellung dei Reihenlehie beginnt naturgemäß mit allgemeinen 
Betiachtungen ubei Konvetgem und Bweygenz, wobei msbesondeie die 
veischiedeuen Möglichkeiten, die notwendigen und hinreichenden Konve)- 
genzbedingungen zu formulieren, einer ausführlichen Kutik untei zogen 
und gewisse auf dem Cauchy^cheu Gienzwertsatze und seinen Veiallge- 
meineiungen beruhende wenigei bekannte Foimen dieser Bedingungen 
hei geleitet werden Bei der sodann folgenden Behandlung der Reihen 
mit lauter positiven (bzw mcht-negaüven) Gliedern wird nach Feststellung 
ihrer besonderen Konvergenzeigenschaften eine ganz einheitlich auf das 
bekannte Ptinzip der Reihcnvergleichung gegründete ausfuhrhche Theorie 
der Konveygens- und Bivergcmh ite) len entwickelt, welche den Zweck 
verfolgt, nicht etwa nur die verhältnismäßig geringe Anzahl der für 
praktische Anwendung fast ausschließlich in Betracht kommenden Spe- 
zialkriterien abzuleiten, vielmehi vor allem den inneren Zusammenhang 
dieser sonst zumeist mit Hilfe einzelner Kunstgriffe gewonnenen Regeln 
duich Zuiuckfuhrung auf allgemeine Methoden kenntbch zu machen, den 
schembaren Widerspruch zwischen dei üblichen Form gewissei Kriterien, 
namlich der sogenannten Konvey gemh itenen ziveitei Art emschließhch 
des Kumme) sehen Konvet genzh itenums, und dem Primip det Reihenver- 
gleichung aufzuklaien und jenes letzteie Kriterium, das als Kiiterium 
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zweiter krt^on geiadezu ilboiHischendoi AllKf'in''inlieit hvx d.T sonnttK^'U 
Darstellungsweise voUig abseits ataiul und konu-ilm KnAo^^m untrr d. ti 
Kriterien erster Art zu besitzoii schien, aun du-su r.its.«UuiiLi>n iHuIu-iunK 
befreit als natm liebes Glied omei tol^reru-btig aufgrl).uit<'n allKnn.'UU'u 
Theorie ersobeinen zu bisson E^ folgen CIutoisvu'buuK.'ii übor du^ 'Inui- 
weite dei voiscbiedeneü luiinmi hvAV Mriionmtu Im , aber dia i)rm- 
zipielle JBegienntheit dct hei^hmq^tahujleit iiUcr moglu-ben Knieneubil 
düngen, über sogenannte Gicnzqchirtv iiiui Sdiranhm dm Kowoqtuj und 
Biveigenz— ünteisucbungon, dio in Verbindung mit dmi /uvi.i bcyt-icb 
netcH teilweise geeignet Bind, gegeben nnfalls uu .ho Sttlh' von Zittallh 
erfolgen einiger Speziallciiteriüri ein /lolbowuütcs Opt'uorcu mit «unfin 
wohlgeoidneten Kutenenvoriat treten im IftHHon, vor alloiii aber dorn 
Leser eine möglichst tiefe, an sich woitvoH» und '/u«b'i( k das Htudium 
der FunUwnmleJüe m fiuclitbaiei VVfiiöe voibon-iteiidc MuiHirhL m da« 
Wesen der Reihenkonvergonz veiiiuttoln »ollen 

Die Betrachtung dm Jleilion mit ]mi(iv('H und nvqativin (tlicärrn 
führt zu den Begnlien der alsoliden und nicht (diuAutt n , dci unhidinqtm 
und bediwßen Konveigenz und /u doni NachwoiHe des vollHtutidigeu Zu 
sammenfaUens von absolider und unhedini/lf^f h/AV nirJd-ahsohdtr und 
bedingte) Konvergenz Daran schließt Hieb die Angabe derjenigen UiHh 
mittel, welche zur Feststellung der „r/feUiKn" d b eventuell nur />' 
dingten Konveigenz '/urVeriüguug stehen, sowie eim^ niethodiHc lu' llntej 
auchung der Beziehungen, welche bei gewiBhen allgemeinen Tyi)en Jfnhmit 
konvergentei Reihen zwischen bestimmten (inio)d)iunysi/t\sctzen und den 
dadurch erzeugten Wortve) andnungni boHtehen Den Sehluti die« b Kn 
pitels bildet die Entwicklung yweiei Mothoden, die dazu dienen, athUrhi 
(d h sehr langvSam) konvcujwmdv Reiben '/um Zwecke der nuyntt uschm 
JBerechnimg m wesentlich hciScr konvcrqicu'ndc unu.uwuudelu 

ParaUel mit dem letzten, die Dopprlfidqfn behandeludi*n Kapitel der 
vorigen Abteilung erscheint als Abschluß der vorliegenden eino ein- 
gehende Behandlung der Lehre von den Ihppeh cdmi mit roolkin Qht'dern 
Dabei wird, wie dort zwischen Doppellimdcb und ttniotm Limitrs, hier 
schal f unterschieden zwischen Doppelreihen und xtencrtrn Hrthcn, und es 
werden die Beziehungen zwischen beulen Kategorien festgestollt, luflbe- 
sondere diejenigen einer Doppelreihe zu den aus den Zcdcn und Kidannni 
gebildeten iterierten Reihen, schließlich au(h zu der aus den Diagonalen 
gebildeten emfaclieti Reihe Weiter erfolgt auch hier thT Nuchwei« fdr 
■flas vollständige Zusammenfallen von alhotuUr und unbedingter h'/,w mcht- 
absoluter und bedingter Konvergenz Mit einer Anwendung der Leliro 
von den Doppelreihen auf die Multiplikation einfach unendlicher Itfihen 
und mit der Ableitung von Komergem- und Divcrqemhürnen für Doji- 
pelreihen mit nicht-negafciven Gliedern schheüt dieses Kapitel und damit 
auch diese Abteilung 
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Abschnitt II 

Unendliclie Eeilien mit reellen Gliedern. 

Kapitel I 

Allgemeine Grundlagen. 

§ 44 Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen. — Summe 

und Rest einer unendlichen Reihe. — Allgemeine Sätze über 

konvergente Reihen. 

1 Unter einer unleg) ernten Summenfolge odei, wie man gewöhnlich 
kurzer, wenn auch weniger piagnant, zu sagen pflegt, einer unendlichen 
Meilie verstehen wir zunächst > em fot mal eine unbegrenzte Zahlenfolge (m J, 
■deren Gliedei durch das Summationszeichen verbunden sind, also 

«0 + «1 H- + 2^ -t- } 
kuizer geschrieben 



2 



II.. 





oder auch, wenn em Mißverständnis ausgeschlossen erscheint 

Bezuglfch der Bedeutung eines solchen als unendliche Reihe bezeich- 
neten Symbols setzen wir nun folgendes fest Es bedöute s„ die Summe 
^ller Glieder bis m„ einschließlich, also 

n 

(1) s, = Mo + w, + 4-«,=^^«, 



Die Zahlen s„ (n = 0, 1, 2, ) bilden dann, geradeso wie die u^, eine un- 
begrenzte Zahlenfolge Ist diese Tconvergent und etwa 

(2) lim s„ = s, 
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wo also s eine bestimmte Zahl (einschließlich der Null) vorstellt, so heißt 
die Reihe ^u^ lomergent und s ihre Summe, in Zeichen 

(3) 5?^**^^^°^S"r = S 



In jedem anderen Falle heißt die Reihe divergent und zwar 

eigenütcli divergent, wenn die Folge (sj eigentlich divergiert, also 
lim s„ = -|- oo oder lim s„ = — oo , 

uneigenüicli diieigent, auch unhestimmt oder qsziUierend, wenn die 
Folge (sj uneigenthcJi divergiert, d h wenn lims„ und lim s„ ?;er5C?i?e^(?« 

ausfallen, mshesondere endlich unbestimmt oder mnerhalh endhchet Grenzen- 
oszillierend, wenn Äez«e* der Hauptlimites lim 5„ und lim s„ unendlich aus- 

m->-oo n->oa 

fallt (anders ausgesprochen wenn hm | s„ | endlich ist) 

n->i» 

Obschon im Falle der Divergenz eine Summe dei Reihe m dem zuvor 
definierten Sinne nicht existiert, so bedient man sich der Bequemlichkeit 
halber, um alle Möglichkeiten mit einem getyiemmmen Ausdrucke zu um- 
fassen, nicht selten der Redewendung die Summe der unendlichen Reihe 
sei im Falle der eigentlichen Divergenz (positiv oder negativ) unendlich 
groß, m Zeichen 

00 00 

(4) ^ v jt^ = -f cx) oder ^ w^ = — oo , 



bzw die Summe der Reihe sei im Falle der uneigentlichen Divergenz un- 
hestimmt und zwar, wenn l, L den unteren bzw oberen Limes von s„ be- 
deutet, sie oszilliere in den Grenzen l und L, wobei eventuell auch 
Z = — cx), L = -j- oo sein kann 

2 Aus der obigen Definition der Kmivergenz einer unendlichen Reihe 
ergibt sich sofort als notioendige und hinreichende Bedingung für die Kon- 
vergenz Jedem (beliebig klem vorgeschriebenen) f > muß sich eine 
natürliche Zahl n zuordnen lassen, sodaß 

(ö) \Sn+^-sA<s für ()==1,2,3, 

Setzt man. 

(6) -R«,,f ^ = S« + ? - S„ = K + l + Mn + 2 + + K + ^ 

und bezeichnet 2?^,«+^ als einen Partialrest der Reihe, so kann die Kon- 
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jeder Partialrest i?„,„+p bei völlig wiUkurlickem q ledtghch durch ge- 
eignete Wahl von n numerisch teliehig Uein werden Dabei folgt aus 

stets auch 

9 = 1,2,3, 



(6b) W.+,\-\s,^,~s^\<2e für 



(vgl § 22, Nr 1, S 125), d h es wird mit •??„,„+ p auch jeder spate) e Par- 
tialrest hehebig Uein, sodaß auch die Bedingung (6b) als notiveyidiy und 
(selbstverständlich als) hinreichend für die Konvergenz dei Reihe an- 
gesehen werden kann 

Im übrigen kann man dieser notwendigen und hinreichenden Be- 
dingung auch noch andere Poimen geben Und obschon dieselben vor 
den hier gegebenen Foimen (6) — (6 b) keinerlei Vorzuge besitzen und 
eher geeignet sind, den wahren Sachverhalt zu verdunkeln, als ihn auf- 
zuhellen, so soll doch etwas naher darauf eingegangen werden, da man 
in den Schriften ganz bedeutender Mathematiker und in weit verbreiteten 
Lehrbüchern mancherlei unklares oder geradezu falsches über diese doch 
schließlich grundlegende Frage findet 

3 Bezeichnet man mit 12,, diejenige unendliche Reihe, welche aus 
der gegebenen durch Weglassung aUei Glieder bis u^ einschließlich ent- 
steht, also 

(7) ^„=2^*, 

n + t 

(zunächst wiederum tein formal, d h gleichgültig, ob die rechts stehende 
„Summe" eine bestimmte Zahl vorstellt oder nicht), so soll R„ schlecht- 

hin der Best der Reihe heißen Ist dann die Reihe ^»v konvergent 
und s ihie Summe, so hat man o 

(8) i2„ = lim iJ„,„+p - hm (s„+ - sj 

= s-s„, 
und daher (wegen: lim(s — s„)=='0). 

n-yoo 

(9) lim J2„ = 0, d h lim lim >vmJ = 

Diese Beziehung bildet also m dem Sinne eme notwendige Bedingung 
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Reihe lonvet gieH Und da sie andererseits auch 7im dann besteht, wenn 
die Reihe lotiverg2ett, so ist sie in diesem Sinne auch eine MnreicJiende 
Nichtsdestowemgei muß es als durchaus verfehlt bezeichnet werden, wenn 
man diese Tatsachen, wie nicht selten geschieht, als Kriterium für die 
K^onvergenz m den folgenden Satz zusammenfaßt „Die notwendige und 
hinreichende Bedingung für die Konvergenz der Reihe besteht dann, daß 
der liest JR^^ mit unendlich wachsendem n gegen Null konvergieit" Bei 
dieser Fassung wnd namlich m Wahrheit schon die Existenz einer be- 
stimmten als Best bezeichneten Zahl B^ und damit geiadezu die Konver- 
genz dei Reihe von vornheiein voraiisgesetzt (denn, falls B^ fui irgendein n 
eine bestimmte Zahl vorstellt, so gilt das gleiche für jedes n, da ja die 
Weglassung odei Hmzufugung emei endlichen Anzahl von Gliedern jene 
Eigenschaft nicht aufhebt) 

Will man der lediglich für eine beieits als Jconvetgent ei kannte Reihe 
bestehenden Beziehung (9) eine wiiklich koiTekte Poim dei notwendigen 
und hinieichenden Konveigeuzbedingung nachbilden, so hat man zu be- 
achten, daß es sich m (9) um die Beschaffenheit eines gewissen itenetten 
Limes handelt und daß andererseits die Existenz eines solchen keineswegs 
diejenige des mneyen Limes eifoideit Man wiid also die Beziehung (9) 
durch die folgende ei setzen* 

(10a) limfljmyj'^ =0. 



(J->< 



n+1 



von der sich m der Tat nachweisen laßt, daß sie eine JmireicJiende Be- 
dingung für die Konvergenz der Reihe bildet ^) Zunächst ist namlich 
ersichtlich, daß diese Bedingung genau dieselbe Tiagweite besitzt, wie die 

folgende^) 

/ **+? 

/ = — '^-i 



(10b) hm hm 



2' 
ti+i 







1) Die Notwendigleit der Bedingung (10 a) bedarf keines Beweises, da ja schon 
die staikere (namlich ausdrücklich noch das Zusammenfallen von 

n-i-Q n + Q 

Lm ^v Uy und hm ^i- u^ 

71+1 Jl + 1 

verlangende) Bedingung (9) als notwendig erkannt wurde 

2) Man beachte, daß lim | a \ kemeswegs mit | lim a \ identisch ist, eon- 

dem den größeren der Absolutwerte von hm a und hm a darstellt (bzw beide, 
wenn I lim a i = I lim a I "i " " 
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Ist nun diese Bedingung eifullt, so muß zu beliebig kleinem £>0 em m 
sich so fixieien lassen^ daß 



lim 



;/i + l 



< 



Aus dieser letzten Beziehung folgt dann weiter jedem solchen m 
laßt sich ein q^ (welches im allgemeinen mit m Yeranderlich sein wiid) 
so zuordnen, daß 



m + 1 



"M., 



<V f'ii 9^9. 



Man hat also fui j? = ^^ ^'^^^ P = ?m + *^ 



m + l 



<4, 






7/1 + 1 



<i- ((f = l,2,3, ), 



und hieraus für den absoluten Betrag der Differenz diesei Summen 



"' + ihn + "■ 
m + e,n + 1 



<£ ((? = !, 2, 3, ), 



oder, wenn man m + ?m "^ ** ^®^^^ 



n + (T 
ri + 1 






==k„..-s„l<^ (^ = 1,2,3, ), 



sodaß m der Tat die Konvei genzbeämgung (5) erfüllt ist ^) 

Man kann schließlich der soeben als notwendig und hmi eichend er- 
kannten Konveigenzbedingung (10 a) noch eine etwas andeie Foim geben, 
welche darauf bemht, daß im Falle ^qx Konvergenz der Reihe 2^^ ^ii^ht 
nur der iteneiie Limes (9) bzw (10a), sondern auch der entsprechende 
Z)ö2?jf;enimes verschwindet (woraus dann umgekehit nach dem Satze (la) des 
§ 43, Ni 1, S 284, wieder ohne weiteres das Vei seh wmden des iterierten 



1) Man konnte dieses Resultat auch so aussprechen, daß allemal, wenn 
Gl (10 a) besteht, 



n+Q n+Q 

lim ^ tif, == hm ^ «, 



ji + 1 



n + 1 
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Limes (10a) folgen winde) Es soll alno ge/cigt werden, daß dio Hp 
zieliuiig* 

(llj hm ^M^ = 0, anders gesdiiiühon (s Ol (fl)) hm /(!„_„ ^.^, -- 0, 



!!,()- 



n+1 



eme notwendige und hinreichondo Bedmgun^' fih dio Korn in gen/ dor 
Reihe ^li^ darstellt Ist namhch diese Bodmgung «'ifilUf, so ksHon hu h 
auf Giu^d der Definition oinea Doppolhnips {§ lU, S 2.')!, UjikI .-'h ) /u 
beliebig kleinem f > zwei Zahlen m, r so liMfien, daB 

d h 

(IIa) |w„+i + w„H3+ +M.+^J^o l>h i':-»', () ' 

Daß diese let/toio Bedingung emo lilr die Kanvo (/niz d<'r Kcilui //nif 
wendige ist, geht unraittelbai aus den Voiglcichmig mit dci Ix'nntB als 
notwendig tykaunton Bedingung (db) lioivoi, du sio ja bczilglu-h din 
Auswahl von q geiingeio Anspnlche macht alw diene let/iorc Niclits 
destowemgei ei weist Hie sich aucli als liuni^ichenä Aus (IIa) folgt num- 
lieh speziell für () = ? und ()^r ~\~ (S 

l«m + l+W^ + a-l- +^m+. i..\"^ l ("^ 'h-,'^^> ), 

und daher für den absoluten Betrag der Di ll'cron/ dieser Suinmou 

\Um + r + l+^Kn + r + i+ + «m t r f / < '^ (^^ ^ 1, -; 'i, ), 

oder, wenn man schlioßlich noch 7n -f- r - n 8ot/-t 

andeis geschrieben 

|Sn + a-5„l<f fflr tf-1, iJ, :i,.- 
m Übereinstimmung mit unserer früheren Konvoi gen/-})Bdingung (ö) *) 

1) Unzulänglich für die Konvergoiu wllre ch dagegen, wenn an Htnllo der Ih- 
dingung (11) nur die folgende 

l^f ^«,« + (. = ^^™ K + i + "„ I s + -h «„ H J -"^ 

«->M ^ n->-oo '^ 

für jedes einzelne, übrigens aber beliebig groß /u denkende p orfiUU wß.rß Denn 
dieser Bedingung wurde offenbar schon gemigt, wenn nur 
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4 Setzt man m der noticendigen und htm eichenden Konvergenz- 
bedingung (6b) speziell ^ = 1, so eihalt man als eme jedenfalls notweyi- 
dige Konvergenzbedingung die folgende* 

I^r+i — 5tl<2^ dh J2fc,^i|<2£ -(für v^w), 
d h 

(12) lim 2*„ == 0, 

n ->-oo 

in Woiten die Glieder der Reihe müssen mit unbegrenzt wachsendem 
Index gegen Null konvergieien Daß diese nohvendige Bedingung aber 
keine fui die Konvergenz liim eidliende ist, ei kennt man leicht an dem 
folgenden bemerkenswerten Beispiele Es werde gesetzt 

Wo = 0, w, = — (v = l, 2, 3, ), 
also 

n 

(13) .. = 2 ~: 

1 

00 

Die entsprechende unendliche Reihe ^]—, welche als die hanno- 

1 
nische bezeichnet zu werden pflegt, besitzt dann offenbar die Eigenschaft, 
daß ihre Glieder schließlich gegen Null konvergieren, wahrend sie selbst 
in folgender Weise als divergent erkannt wird Man hat 



(14) 


Sin 


. ^1^1 

*« n -}- 1 ' n + 2 ^ 
lim i«y =<= , 


" 2n 


d h schließlich 





Tvaa tatsächlich für die Konvergenz nicht ausi eicht, wie in Nr 4 des Textes ge- 
zeigt wird 

Es wurde für die Konvergenz nicht einmal ausreichen, wenn in der obigen 
Bedingung q mit n m irgendeiner speziellen von n abhangigen Weise ins Unendhche 
wachsen durfte Set^t man z B für j; > 2 



u. 



und Q =pn (wo p eine beliebige naturliche Zahl), so hat man 

n +i>n 



n,n+pn ^j vlgV «lg« lg n ' 

n + 1 

also 

lim R 

n 
n->-oo 

Nichtsdestoweniger i^t die betreffende Reihe diveigent (s § 48, Nr 3 am Etrdö, 
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Wie gtoß auch n angenommen werden möge Daiaiis folgt abei, daß 
lim s„ = + oo (da die jnonoton zunehmende Zahlenfolge (s^) nicht der 

Eonvergenzbedmgung (5) genügt) Wegen 

n n n n 

„^ 2v 2 „^ V .^ 2 V — 1 ,^ 2 V 

11 11 

ergibt sich dann weiter, daß auch die Reihe der lezipioken geraden bzw 
ungeiaden Zahlen nacht + co, also eigentlich divergiert 

Im übrigen hatten wir die Divergenz der harmonischen Reihe auch 
aus dei früher bereits abgeleiteten Beziehung (s § 34, S 207, Gl (7), (9;): 

(15) lim(5„-lgO*4-l)) = r 

eischheßen können, da jay eine endliche Zahl voistellt und hmlg(«+l)=+ CO 
ist, also auch ]im s^= -\-(Xi sein muß "'^°° 

n->oo 

5 Die früher dusfuhilich beti achteten unhegrenzten systematibchen 
Bruche stellen offenbar lediglich eine spezielle Klasse von Monier gentai 
unendlichen Beihen vor Eme Beziehung von dei Form 

(16) ^ = [a^]=hm(a, + ^i- + f|) 
tonnte also jetzt durch die folgende ersetzt werden 

ü 
Ebenso definiert jede dei beiden Zahlenfolgen (n = 1, 2, 3, ) 

n 

'- = ^ -^^' h^ ^° ^^^^« = ^ (§ ^^^ ^ 204, Gl (26j), 



(18) 



1 



y«=2(i~^°(^+v))' ^° }^J^=^^ (§34,S 207,G1 (8),(9)) 

eme lonvergente unendliche JReihe, sodaß man die m diesen Gleichungen 
enthaltenen Aussagen jetzt auch folgendermaßen schreiben kann* 



(19) 



CO 00 

^=1+^VT=2;^ (§ 15, öl.(9); S 89), 

1 
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Em einfaches Beispiel für alle m Ni 1 für möglich eikannten Falle 
der Konveigenz und Dwetgenz liefeit sodann die unbegrenzte geometrische 

Fiogresswti ^^a\ wo a eine beliebige positive odei negative Zahl be- 



deutet Aus dei für jedes a geltenden Identität 

(l-a)(l + a+ . +««) = ! -a« + i 
folgt zunächst, daß fui jeden Weit u außer « = 1 

(20) s, = l + «+ +a^^-^-f^ 

1 — ßl — a 

Ist zunächst j a | < 1 , so hat man, veenn etwa 

(2i) l^^l^^iTP' ^°' ^>^' 

gesetzt wild 



„n+l 



<i^ri< i__ Hj< 



;> + 1 fl fl /-i !,,/?%' 



(22) _ _ 

l — a — 1 — |a:| — (i-]-|3)" + ^ ^ ^ß{l-\-n^) 

und da der letzte Ausdruck durch "Wahl eines hinlänglich großen Wertes 
von n beliebig klein gemacht weiden kann, so folgt aus Gl (20), daß in 
diesem Falle 

(23) 1'^^« = !:^. 

d h die betreffende Reihe ist lonieygent und ihre Summe s = Ist 

dagegen j a | > 1 und außeidem a > 0, so kann man setzen 

(24) « = 1+^, wo /3>0, 
und es ergibt sich 

(25) -r^^ = 7(i + /5)"'''>7 {i + (« + i)i3}, 

also 

(26) hm s„ = + oo, 

?l->00 

d h die Reihe ist alsdann eigentlich divergent 

Dies gilt übrigens auch noch im Falle a = 1 Hier verliert zwar die 
sonst zur Darstellung von s„ geltende Formel (20) ihre Gültigkeit. Man 
findet aber fui o; = 1 ohne weiteres 

(27) s^ = w + 1, also- hm s^ = oo ^) 



1) OflFenbar hätte man hieraus auch die eigenthche Divergenz von ^a* ua 
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Ist ferner | a | > 1 und zugleich a < 0, also etwa 

(28) a = -(l+i3), wo ^>0, 
so wild 

(29) _^ = (_l). l±ff- 

sodaß also s„ absolut genommen mit n ms Unendliclie wachst Dabei 
ist s„ allemal posihv, wenn n gerade, negativ, wenn n ungerade die Reihe 
oszilliert also m diesem Falle in den Grenzen — oo und + oo 

Es bleibt schheßlich noch der Fall a = — 1 zu untersuchen, für 
welchen zunächst aus Grl (20) sich ergibt 

Man hat also für jedes ungerade n s^ = 0, dagegen für jedes gerade n. 
s^ = 1, und daher auch lim s^ = 0, lim s„ = 1, sodaß also die Reihe in 

n->oo n->-i» 

den Gienzen und 1 oszilliert 

6 Unmittelbar aus der Definition emer Konvergenten Reihe und den 
allgemeinen Regeln über das Rechnen mit Grenzweiten ergeben sich die 
folgenden Satze. 

1) Bedeutet Ä eme beliebige positive oder negative Zahl, so Konver- 
gze)t gleichzeitig mit der Reihe ^u^ auch die Reihe ^l m,, und man hat 

(31) ^Tc w, =Ä ^u^ 



Insbesondere ist also, wenn man ^ = — 1 setzt* 

(32) 2'(-'0--J«. 



2) Gleichzeitig mit den beiden Reihen ^u^, ^v^ lonvergiett auch 
die folgende ^(w^ + t'J bzw ^{u^ — v^), und man hat 

00 00 00 

(33) ^ ^' ± 2' ^v = ^'' (w, + V,) 



Das analoge gilt offenbar fui jede endliche Anzahl von konvergenten Reihen 

3) Setzt man 

Wo + Ml + + Urr,, = ^^1 

"n., + 1 H- "^, + i. + +«m,^,= C^,+l 
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SO konvergieit mit der Reihe ^u^ auch die Reilie ^U^, und man hat 

(34) 2'^'-2"' 

1 

Denn setzt man Uq + ii^+ + 2<„ = 5„, Z7i + £/,+ + C/„ = 5„, so wiid 

(35) S^ = s^ , also hra S^ = Tim s,„ = hm s, ^) 

7 Wir wollen an diesei Stelle noch einer Bezeichnungsweise Ei- 
wdhnung tun, von dei wir spater gelegentlich Gebiauch machen weiden 
Es bedeute 

**_i; **_27 ^'-SJ 

€me unbegrenzte Zahlenfolge, so geht aus dem in Nr 1 gesagten hervor, 

00 

was man unter der unendlichen Reihe ^>m_„ zu veisfceheu hat, und es 

1 
bedarf auch keiner weiteren Erläuterung, daß man dieses letzteie Symbol 

-00 -1 

auch duich das folgende /■"W^ oder auch ^j u^ zu eisetzen pflegt 

_1 —00 

00 

Ist sodann noch die unendliche Reihe ^> u^ vorgelegt, so schieibt 
man konsequenter Weise o 

-|-oa 00 CO 

-00 10 

+ 00 

Eine Reihe von dei Form y^v u^ heißt also dann und nw dann lon- 

— 00 

00 00 

vergeyit, wenn jecZe der beiden Reihen ^t m_^, ^j^^ \onvergieH, m jedem 
andeien Falle divergent i o 



1) Man bemerke, daß Aeser Satz nicht schlechthin, sondern nur in folgender 
Weise umlehbai ist Wenn außer der Reihe ^ü^ auch die Reihe ^»„ lon- 
vergie) t, so hat man 

1 

Dagegen braucht ^ii^ noch keineswegs zu lonvergwen, wenn auch ^ U^ jI^ou- 
vergiert, denn aus der Existenz eines bestimmten hms„,^ folgt ja noch keineswegs 
diejenige von lims, '"*"" 

v->oo „ 

(Einfachstes Beispiel % = { — l)^ also ^v m, , wie bereits gezeigt, m den 

oo 

•Grenzen nnd 1 nt^tlJifiirpnf} rlncrnonm >'i /"i/ _!_■)/ ^ — C\ ciloA l niiiiov/ion-f \ 
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4-00 

Mit andeien, Worten Die Bedeutung des Symbols ^ "v ^^^^ ^^^cli 
die Gleichung daigestellt* -» 



(36) ^ «v = l»ßi y} «- V + l^°i 2' 

■^™^ lft->00 ■*'^ M->0O »*^ 

— 00 1 

+ n 

= lim 2**"' 



»j,n->oo ' 



WO m und w 2W gana willlurliclier Weise und unahhangtg voneinandey ins 
Unendliche wachsen Wenn dieser letztere DojspeZhmes als endhche Zahl 

+ n 

existiert, so fallt er offenbar mit dem einfachen Grenzwerte hm ^^ % zu- 
sammen, und man hat «w diesem Falle -« 



+ ao +1» 



(37) ^«. = lmi2' 

— 00 — « 

Dagegen darf man mcM umgeTcelirt diese letztere Beziehung als De- 

+» 
finitiotisgleichung für das Symbol ^ w^ betrachten und aus der Existenz 

— 00 

+ n 

lind Endlichleii des Grenzwertes lim 2" *** ^"^ <^^® Konvergenz der mit 

+ 00 — n 

^^ Wy ZU bezeichnenden Reihe schheßen 

— 00 

+ 00 

So ist z. B 2 2 4-1 ^^^«^ö'««^; <^^ Jß'^ö ^®' beiden Reihen 

— oo 
-oo / oa \ «0 

divergiett. Hmgegen hat man* 

+ n n " 

^"27+T^~^* 2v-l ■^^'' 2,'+l ^ 2n+l' 



1 
also* 



+ rt 



Um5?T^ = 
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45 Anwendungen des Cauchysclien Grenzwertsatzes (§ 37) imd 
seiner Yerallgemeinerung auf unendliche Reihen. 

1 Nach dem Cauchysclien Satze m § 37, Nr 3 (S 230, GL (14)) 
lat man 

1) lim^ = lim(a„-«„_i), 

obald der techts auftretende Gienzwert im weiteren Sinne existiert 
Ersetzt man jetzt a„ dmch s„, wo: 

2) s„='Uo + u^+ •-!-«„, also. s„-s„_i = Mp; 
so nimmt Gl (1) die Form an 

3) lim^ = limw„, 

■' n->i» " n->-oo 

.der auch (wegen ^ _ ^ ■ i±i und Um ^ - 1). 

Das arithmetische Mittel einer unlegrenzt wachsenden 
Anzahl heUehiger reeUer Zahlen u^ lesitzt den Grenzwert Jim «»; 
sobald dieset letztere im weiteren Sinne existiert 
(Beispiele „ 

1 "^ , 1 lg 1 2 3 . n ^^ s 
hm 12 \gv^ hm ^ = oo ) 

Hierzu sei noch bemerkt, daß — geradeso wie bei der ursprüng- 
lichen Form des Satzes (1) (vgl § 37, Nr. 3 am Schlüsse) - die Existenz 
des ersten Grenzwertes keineswegs umgeIcehH allemal diejenige des ziveiten 
nach sich zieht 

(Beispiele u^==(--iy, also Ss„_i -0, 83^= 1, lim ^ = 0, da- 
gegen* hm M„ == — 1 , hm w„ = + 1 

Femei w, = (- l)^-lg((v-f- l)(v + 2)), also- 

,12 3 4 (2w — 1) 27» ]cf(9m4-l) 

. 1 2 (2m-l) 2m (2W + 1) (2 ^_4Lg)_Vf9m + 9V 
«2n. = lg2~8 2m (2W + 1) ^^ 

j T, n _/'_ 1^«^«/'«J.9^ 1im!«=0- dacrecren hmt*. = — 00, limw„=4-oo) 
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2 Faßt man speziell den Fall ms Auge lim u^^ == 0, so liefert die 
Relation (4) den folgenden Satz: ""^^ 

Für jede unendliche Heike 7nit schließUch gegen Null lon- 
vergiey enden Gliedetn u^ ist 

(5) i^f ?+":.t.+"- -o, 

insbesondere also auch dann, wenn die Beihe eigentlich diver- 
giert odei etn unendliches Grensintervall besitzt ^) 

n 

(Beispiel M ==— p- also s„ = "^^ -i-r und lim-^ = 0, wie 

sich leicht mit Hilfe des Resultates § 34, S 207, Gl (9) verifizieren laßt. 
Darnacli hat man namlich lim (s„ — lg (w + 1)) = y , also lim !» nMütl) == 0,. 

und wegen hm ^J^ = Q schließlich auch, lim -4^ = 0) 

Schreibt mau feiner in Gleichung (4) s^ statt w^, so ist die für 
ihre Gültigkeit erforderhche Bedingung, daß lim s„ im weiteren Sinne 

n->oo 

existieren solle, gleichbedeutend mit der Konveygcns oder eigentlichen 

00 

Bivergenz von ^"M, Man eihalt also den Satz 



Für jede lonvergente oder eigentlich divergente Heike 
^u^. besteht die Beziehung 



odey anders geschielen 
(6a) lim '"+') "' + " ■';+ ^ +^".- + 1 "' -hm(u,+u,+ +«,). 

Ist nun speziell ^u^ lonvergent, also hm {u^ + m^ + + m„) eine be- 



n-^oo 



stimmte Zahl, so laßt sich die letzte Beziehung auch m die folgende Form 
setzen 



lim 



(«,+%+ +»„- "'+^^'''+:;\+ +'"- )-o, 



1) Im Falle der Konveigenz bzw Existenz eines endlichen Grenzintervalls ist 
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oder auch, wenn man alles untei den Nenner n + 1 bringt und schließ- 
hcli noch, der Symmetrie zu Liebe, diesen durch n ersetzt 

( lim ^-^ -—^ — = 

n->oo 

so 

3 Nach dem eben gesagten bestehen für jede lonvergente Rethe y^ n, , 



sofern man deren Summe mit s bezeichnet, die 'beiden Beziehungen 

(6) lim ^'' "*" ^' "JT — — " = s (q h == irgendeiner bestimmten Zahl), 

(7) hm ^^±^^ +— +-i?-l*" = 

n->-oo 

Jede dieser Beziehungen ist also eme noüvendige für die Konvergenz, 
aber keine allein erweist sich als ausreichend Der Bedingung (6) ge- 
nügen z B unendlich viele innerhalb endlicher Grenzen osstlhe) endeUeihen, 

OB 

Wie ^(— 1)"^, der Bedingung (7) jede divergente Reihe, für welche 



hm n % = ist ^) Dagegen sind leide Bedingungen zusammen audi 

n->oo 00 

hinreichend dafw , daß^u^ Tconvergiert, und mar gegen die 



Summe s Ersetzt man namlich m (6) den Index n durch w — 1 und 
beachtet, daß 

So + Si + + s,.-i = «Wo + (w - 1)mi + +1 «„-1 , 

so folgt durch Addition von Gl (7) 

hm -^ - s, 

n->-oo 
d h 

00 



1) Man findet in diesem Falle 
lim 



'o +id:__±£» = i- 



l vol 8 48 Nr 3 am Ende (S 328) 
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Es sei noch ausdiucklicli bemerkt, daß aus (7) allemal folgt 

lim u„ = 

n 
n->oo 

Ersetzt man nAmlich. m Gl (7) n durch (w — 1), so folgt, daß für jedes 
beliebig kleme £ > bei passender Fixierung einer unteren Schranke 
für n die Ungleichung besteht 

|1 U^-\-2 «2+ +(W— 1) M„_i|<(w— 1)£ 

Da sodann auch 

[1 1*1 + 2 «2-1- +(n-l).M„_i+W l«J<W£, 

so folgt durch Subtraktion 

\n w,J < (2 w — 1)£ , also a fottion 1 2*^ | < 2£ , 

d h schließlich 

lim ?t„ = 

4 Die Konvergenzbedingung (7) gestattet noch die folgende Ver- 
allgemeinerung Nach dem allgemeinen Grenzwertsatze §37, Nr 4 (S 231, 
Gl (17), (18)) hat man 

(8) lim -7- = lim 



b "^ b —b ' 

n->-oo n n->-oo n n — 1 

faUs der 7 ecAfe auftretende Grenzwert mdhch ausf aUt und die h^ den Be- 
dingungen genügen. 

n 

(9) lim|&„l = oo, lim -^ 5; i&. -&r-il < «= 
Setzt man jetzt 

(10) ^_ ^"' ■= s^_ 1 , also lim y^ztt^ == lim 5„_ ^ = lim 5„ , 
SO hat man zunächst 

und, wenn man hier der Reihe nach v = 1, 2, •, w substituieit und die 
betreffenden Gleichungen addiert 

n ' 

(11) «« = «o+2^^-&.-i) S,_i 

1 

Durch Einfühlung der Beziehungen (10) und (11) in Gl (8) nimmt 
der obisre Grenzwertaatz wenn man nnfb bASph+pf HnR lim —5 ^ vn 
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setzen ist, die folgende Form an 

n 

(12) hm^yi(h^-i^_^) s,_, = lims„, 

sofern lim s„ als endliche Zahl existiert und die &„ den Bedingungen (9) 

n->oo 

genügen 

Die auf der linken Seite von Gl (12) auftretende Summe laßt sich 
nun aber m folgender Weise umformen^). 

n n n 

1 l 1 

n 71-1 

1 

n 

Daraus folgt weiter ^ 

n ji 

(13) lim^ yi(&,-6,_i) s,_i==lims„-lim^(&oSo+2?^v(Sv-«r-i)\ 
und somit durch Vergleichung mit (12) 

n 

(14) lim -^(&oSo + >; ^vis.-5,_,)) = 

Setzt man seMießlich. noch 

So = Mo, im übrigen s, — s,_i = «*^, 
also 

s» = «0 + ^1 + + '^i j 
sodaß jetzt die vorausgesetzte Existenz eines endlichen hm s„ mit der 

n->-c» 

Konvergenz der Reihe ^m^ zusammenfallt, so liefeit Grl (14) die folgende 
Yerallgememerung des Satzes Gl (7) 

Für jede lonvetgente Reilie ^u^ ist 

(15) l,^,&o^o+^U + +Mn^Q^ 

71->0o » 

so/erw ^^e h^ den Bedingungen (9) genügen 



1) Über die hierbei benutzte, von Abel herrührende Transformationamethode 
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Da das letztere speziell für jede positive, mit v monoton (niemals ab- 
nehmend) ms TJnendliclie wachsende Zahlenfolge (If,) dei Fall ist^), so 
ergibt sich noch 

Fut jede Lonvet gente HeiJie ^m, ist 

(16) hm -^^o^<o + ^-^i^* i + +-^»"« _ Q 

Die spezielle Annahme M^ = v fuhit dann wiedeium auf Gl (7) 
zurück 



Kapitel II 

Reihen mit lauter positiven Gliedern 

§ 46 Allgemeine Eigenschaften. — Unl)edingte Konvergenz. — 
Summen unendlich vieler Reihen mit positiven Grliedern. 

1 Wir betrachten zunächst unendliche Reihen von der Form ^a^ ^ 
wo für jeden endhchen Wert v des SteUenzeigers a, > ist ^) Eine 
solche Reihe kann offenbar nur lonvergzeren oder eigentlich divergmen 

n 

(namlich nach -f oo) Denn die Zahlen 5„ — ^ v a^ bilden hier eine mit 



wachsendem n monoton zunehmende Folge, sodaß hm s„ entwedei einen 

bestimmten positiven Wert besitzt oder positiv unendlich groß wird 

Daraus folgt insbesondere, daß bei Reihen dieser Art stets auf die 
Konvergenz von ^a^ geschlossen werden kann, sobald nur feststeht, daß 

n 

^j a^ für alle Werte von n unter einer festen SchranJ^e bleibt 



Und ferner Ist ^a^ Iconvergent, so konvergiert auch jede Reihe von 
der Form 2(^m j wenn (tn^) eine beliebige aus der Reihe der Zahlen v 
herausgehohene Zahlenfolge bedeutet 



1) Vgl § 37, S 231, Fußn 1 

2) Der Vollständigkeit TnaYbei sei bemerkt, daß die Resultate dieses Para- 
graphen oflfenhar auch gültig hleiben, -wenn eme behebige (eventuell auch unbe- 
grenzte) Anzahl von Grliedern av == ist Das gleiche gilt bezüglich der sog. 
Divergenz- und Konvergenzkntenen erstei Art (s den folgenden Paragraphen), wah- 
rend bei der Bildung der Kriterien zxieiter Art die av als durchweg von Null vei- 
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Wahrend hiernacli jede aus einer lomergentm Reihe (mit positiven 
Gliedern) herausgehobene Reihe wiederum lonvergiert, so darf man nicht 
etwa Bchheßen, daß jede aus einer chveygenten Reihe ^a^ herausgehobene 
Reite auch divergieren müsse Dies gilt nur dann ohne weiteies, wenn 
die Grlieder a^ stets ohethalh einer festen Schranke bleiben Ist dagegen 
lim a^, = oder auch nur hm a, = 0, so lassen sich aus der divergenten 

J ->0O l/->00 

Reihe ^a„ stets auch (unbegienzt viele) lonveygente Reihen herausheben 
Denn nimmt man eine konvergente Reihe ^c^ mit positiven Grliedern 
ganz willkürlich an, so kann man aus der Folge (a,) eine andere (a„^ ) so 
herausheben, daß a,„^< c, (v = 0, 1, 2, ) und daher ^a^ lonveigteyt 

CO 

(So lassen sich z B aus der divetgenten Reihe y^~ unendlich viele 

CO 1 

konvergente Reihen von der Foim y^ — r herausheben, wo ni jede ganze 
Zahl > 1 bedeuten kann ) o 

2 Es erscheint wichtig, festzustellen, daß die Konvergenz einer Reihe 
der betiachteten Art, sowie auch der Wert iluer Summe durchaus unab- 

00 

Jiangig ist von dei Änot d lung dei Glieder, d h Ist ^l a^ = A, so ist 



auch stets ^^ci„ = Ä, wenn man untei (w,) eine Zahlenfolge versteht, 



die aus der Reihe der Zahlen 0, 1,2, ,v, in der Weise heivoi ge- 
gangen ist, daß jede Zahl v einmal und nu) einmal m der Reihe der 
Zahlen n^ vorkommt 

Man pflegt dieses kuizer so auszuspiechen Eine lonverge7ite Reihe 
mtt positiven Gliedern 2st stets unhedmgt Tionvergent 

Um dies nachzuweisen, werde gesetzt 



Bedeutet dann ^i eine beliebig große positive ganze Zahl, so kann man 
stets eine positive Zahl v^/i finden, sodaß A^ alle Glieder enthalt, welche 
m All vorkommen Daher ist für jedes ^ 

(2) ä;£A,<a, 

woraus sofort die Existenz eines bestimmten hm A/, = Ä, also die Kon- 
vergenz von ^a„ resultiert Zugleich ergibt sich aus Ungl (2), daß 



312 Abschnitt II Kap II Reihen mit lauter positiven G-liedern Nr 3 

Äudereiseits kann man, nachdem jetzt die Konvmgenz der Reihe 

OS 00 

2'a„ bereits feststeht, die ursprunghche Reihe ^"ö, als eine TJm- 



Ordnung dieser letzteren betrachten und sodann m analoger Weise er- 
schließen, daß: 

(4) A^A 

Durch Kombination von (3") und (4) ergibt sich daher 

(5) A'=^A, 
d h schließlich 

00 OD 



womit die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung er- 
wiesen ist 

Zugleich folgt hieraus ohne weiteres, daß eine Reihe mit positiven 
Gliedern, welche m irgendeiner Anordnung divergiet t, m jeder Anordnung 
divergieren muß 

3 Man kann den Begriff der „ Umordnung" einer unendlichen Reihe 
auch noch wesentlich weiter fassen, als zuvor Jede unendliche Reihe 
laßt sich 3a — nach Art jeder beliebigen unbegrenzten Zahlenfolge (s § 39, 

S 247) — in irgendeme lestimmte oder auch m eine wibegrenzte An- 

00 

zahl von unendlichen Reihen zerlegen (z B ^j a^ in die n Partialreihen . 

00 00 ^0 

^^^nM' ^f'^nß+i, ; ^f" <^n f, + {n - 1) '1 »der, mit Bonutzung des 

00 

Beispiels m § 39, Nr 1 (S 249), m die unbegrenzte Anzahl von Partial- 

Co Co Co OD 

reihen ^'^3^, ^^a^^^^, ^^«8,.+3. ' , ^i'^-^V+s"-!, \ 

000 

deren Gesamtheit zunächst rem formal eine Umordnung der ursprüng- 
lichen Reihe darstellt, insofern die Glieder beider Anordnungen sich 
gegenseitig emdeiäig entspt ecken Es besteht dann aber auch der fol- 
gende Satz 

Ze)legt man eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern. 

CD 

^ a^ = J. ^w eine bestimmte oder unbegrenzte Anzahl (n bzw 00^ 
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Summe J.(''> (v = 0, 1, 2, • ), und die Gesamtsumme der J.<*> he- 
sitgt den Wert A, d li es ist 

n Od 

2 ^^"^ = ^ bzw 2 ^(^) = A 



Um diesen Satz gleich für den allgemeineren Fall emei unbegi engten 
Anzahl von Partialreihen zu beweisen, möge die vorgenommene Zer- 

00 

legung von ^ a^ durch das folgende Schema dargestellt werden 



+ K^^) 4- a,W + aj(i) + + a;^) + ) 
+ 

wobei allgemein 

(8) aoW + a^CO + a^C) + ~f- a j^) = ^M f'' ^ ^' ^^^ ^' ) 
w -T- 1 -T- 2 T -r ^ '^ U=0, 1, 2, y 

gesetzt werden möge 

Alsdann folgt zunächst aus der Konvergenz der ursprunglichen Reihe, 

daß auch jede Partialreihe, insbesondere jede solche, welche eine Zeile 

des obigen Schemas bildet, konvergieren muß, sodaß man setzen kann: 



(7) 



(9) V.a<^^ = lim4;^^==.^« (1^ = 0,1,2, ) 

''■^" 

Man kann nun wiederum einer bebebig klein vorgeschriebenen po- 
sitiven Zahl 6 eine positive ganze Zahljp so zuordnen, daß* 

p 

(10) Ä-A^<e (wo. Ä^^^^a^) 



wird, sodann zwei positive ganze Zahlen m, n so fixieren, daß der Aus- 
druck 

(d h diejenige Summe des Schemas (7), welche begrenzt wird durch die 
Glieder der (w + 1)**" Kolonne und der (w + 1)**'' Zeile) und umsomehr 
der folgende 
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alle Glieder entlialt, -welche m A^ vorkommen Man hat also mit Be- 
rücksichtigung von Ungl (10) 

(11) J./''> + ^W+ ^A^'^>A^>A-E fui u^m, o/^w 

Andereiseits enthalt diese Summe nur eine begrenzte Anzahl von 
Gliedein aus der Reihe ^a^ und liegt daher sicher unteihalb A, sodaß 
die doppelte Ungleichung besteht 

(12) A > aJ^^ -}- A^^^ + + A^'^ >A~£ (ii-^ m, v ^ n) 

Laßt man hier ju. ubei aüe Gienzen wachsen^ so folgt mit Benutzung der 
in Gl (9) emgefuhiten Bezeichnung 

(13) ^ > J[W _)_ ^(1) ^ ■\-A^''^>A~E (v>n) 

(NB Man mußte eigentlich nach der fui solche Gienzubei gange geltenden 
Regel zunächst schreiben A ^ A^°'> + + A^"'' Das GleicMeitszeicla.en 
erscheint indessen, falls wnklich unbegrenzt viele nicht duichweg aus 
Nullen hestehende Partialieihen voihauden sind, fui jedes hestunrnte v 
definitiv ausgeschlossen, da ja A^^'i -f- -1- A^^^i für jeden größeren Wert v 
wiedeium noch zunimmt) 

Für V — > oo eigibt sich, da infolge der Monotonie von 
^(0) _i_ ^(1) _i_ + ^(0 

der betreffende Grenzweit sicher existiert, des weiteren aus Ungl (13) 

(14) J.^^vJ.(')>j._e 



und, da e beliebig klein gemacht weiden kann, schließlich. 

(15) ^A^-)=^A 



Setzt man hier noch für J^»") semen Wert em und schreibt: 

JjJ:.«« statt J(J «/;>), 

\ / 

so nimmt Gl (15) die Form an 

ri5a^ yy^al'^^A 



